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Eine zweite Configuration (12,, 16,).” 


Die für die 12 Ähnlichkeitspunkte obwaltenden Lagenverhältnisse gelten auch für 
die 12 Tetraederecken. Diese liegen 12 mal zu je 6 in einer Ebene, sowie 16 mal zu 
3e 3 und 18 mal zu je 2 auf einer Geraden. Andererseits schneiden sich die 12 hier- 
durch bestimmten Ebenen /2 mal zu je 6 in einer Tetraederecke, sowie 16 mal zu je 3 
und 18 mal zu je 2 in einer Geraden. 


In einer Ebene liegen stets je 2 Ecken von jedem der 3 Tetraeder, z. B. 


I . . . A, res 
II Aero 
I--II--IN--IV A, f A, d A; | A 
r, l', r, r, 
IH-II-1I—IV A, | SEEN 
ri 12 K D 
EN .r A 
EN. A, Äl A, Bau 
Berater, 
A, A 
I-I-HUHV » » - A _ A, d£ A, ey 
N, N, r,; r, 


Aus 3 dieser Gleichungen, zwischen deren linken Seiten die Bedingungsgleichung (7) 
nicht besteht, etwa aus | 


1) Vgl. I. Teil der Abhandlung (Progr. des Gymnasiums zu Diedenhofen, 1894). 
1* 


a 

1: 
E 
4 

A, —do\ 

A 0 

ee ı, 

Tr, T, 3 4 


kann man die Gleichungen der a 3 Punkte linear zusammensetzen: 


As A, A, N, A Eee 
re (+44) 
oder 

A 
we 
en le 


r, 1 N; Am l, 
oder: 
AEX A 
A a, ren 
L: rer 
A A A A A 
oA -2:— +1 +2 +=2+=1=0 
T, T, r, 3 ii 
oder: 
eh + A, + a 0 
IS r,w . See 


Da weiterhin folgende Identitäten stattfinden: 


a \ +(2 00 
” Need Dee . 
il NL JB 
r, r, Y, T, r, r, r, Tr, BD, 
aa yı ee... 
r, Dr una, ee 7 
ar A, ee e ee A er A, e-) a e A, Fa A, As A 2 » a 
L, r, l, Y, r, | 1, r, N, 47 Ve 


so liegen auf je einer Geraden die Punkte: 

I 3 1 a 
I-1-II-+-III--IV I+-H—III—IV I--II-II-HIV [IV 
—I-} I4-III--IV I—U--IN--IV I--IH-II--IV | 


r 
{9} 


Durch die 6 Punkte wird mithin ein vollständiges Vierseit bestimmt, sodass auch noch 
3 mal durch je 2 dieser Punkte eine Gerade hindurchgeht, nämlich durch: 


I I-+-U--III--IV Be — LEITEN 
II I+-1I—I11—IV | I—U-+-III-+-IV. 


Die 6 Punkte liegen also in einer Ebene und hierin 4 mal zu je 3 und 3 mal zu je 2 auf 
einer Geraden. 


Die Koordinaten dieser Ebene erhält man aus den Gleichungen dreier Punkte, 
die nicht auf einer Geraden liegen, etwa: 


me. a web v-+-cHu rl-=0 
Eee 
IHUHHV :». . BR, HBRT,DGHLT KB -+HTTT,A) U 
+(rr,rnb+rn,nnb-+rnrnrnb,+rnr,b,) v 
FEBELTRCHLILBSILTLTG HL TG) W 
Teer vr BT öernT;tT,=o. 


Setzt man 


so ist: 

deasıer Dart, EaıunT, a, u0,0,T,2, 
oben teen enb+trT,r,b, 
COLT LOCIT LIE LUTELCHTLLT,G 


OS 
| 


11 I, T,T, 5 I, I,T, m Ir10%., IıTsl, 
Verben Arne Bir, Frrsr,b, 
C, C, N’, r, r, C, r T, T, r, C, Fr T, r, N, C, Aw T, T, r', C, 


ame ll: IT TEE Berger, Tr, Aa, 
B SER 1 1, E ET, e r,Y,f, il, I; 1, 
cG&TT,T,C, aiN ,T,T, G& 1,T,1, 6 tT,1,T,C, 


| d, d5 N, N, l, d, ag N, r, r, d, r, r, 1, d; -r r, N, Tr, a, | 
Geber ne Tun b ErLoıD, 
ER BT,T, = „,TT, TE rt, 26, Y,1,T, 


Durch Entwickelung dieser Determinanten findet man, wenn man die Resultate mit 
den Unterdeterminanten von A vergleicht: 


en wi 


| 


—- BB, 9, +, =—nT,(1, 0 7,0) 

ee ua (u —1,&,) 
- TBB, RB, RB =—-1,n,, B,—T, 3) 
nn & Fr, &, = LEE 7% 


| 


| 


atdmn 
\ 
| 


Folglich ist: 


und die Gleichung der vorliegenden Ebene heisst: E 7a 
1, A), Br, B)y +, &-1,C)z+,9,—r,R)=6 
oder: | 
B(Ux+B,y+0,24+9,)—r,(A, x+B, +&,20) 0 


Führt man nun die für die Gleichungen (10) oa Abkürzungen ein, so erhält diese : 
betrachtete Ebene die Gleichungsform : ES 


BY, =, N 0 
Vorstehende Beziehung lässt sich im ganzen 12 mal herleiten, wodurch die folgen- 
den 12 Ebenen bestimmt werden: = 


ı E& EN EV 0 
| 344: -,V,+1,V,=0 
a 


112 2. BE 

A412 op er N d 
242 © EN EN Do 
(175) 1-3. ee 
143 > EN Uv 

3 EN dd 

2-43 u: EV, rIaN, 0 


(1i,) ze: 7), -r,V,=0 
Ita. «nV IV =0 


In diesen 12 Ebenen haben die Teiraederecken folgende Anordnung. 


in der Ebene:| die 6 Punkte: | 


7 


auf je einer Geraden die Punkte: _ 


— 


I 
| IHII-LIN--IV I 
III HIV II 
I I Kt 
II I-HTEOI IV 
3_4 FEN IE Dre TEIL IU IV 
LEN US IN Il Far UV 
EINER IHN FIV # 
II FU IV 11V 
: En. aus SPIEL TIV 
11er 1V LSU- E17 IV 
I BEHLEV 
l 
I-I20 17 I 
I-IIEHr IV IL 
I I 
II I—1I—IH--1V 
314 I— III —IV  rIEpIU—IV I— III —IV 
Le UREIV m TIER 
I HIN -IV I1- IE 1V j BP 3 
SEN I Hr IV 
= II z I+-II—1IlI--1V 
a I 12V 
I- er IV j. 
111 
I--IIII--IV Ile 
I 1I21IE IV IV 
II 11 h 
IV I+1I-—-IHI—1V 
BE ETLETLEI Ey NHAH-U-IV T-LIT-LIII--IV 
TI HE W IV Fell -DI—IV 
II EEE I-HISSEL IV 
IB 11V I- 1 IV 
vw 4 BEE IT-rIV 
1-1 Tele IV Ze IV 
£ k I I sH- IV 
11 
T-- ICH IV II 
ZI I SUEV IV 
II Ill 
IV I-UEHr HIV 
1-12 Den U EEE | ESIERULS IN 
Te Te IV IV Fe S1rErV 
II FUEEINV TI N ; f 


I—II-III--1V 


a ar 


= 
a a 
II LIU IV 


STATE EV 
I—II--III--IV 


I 
III IV 


JUL LV 


IN 0 9 


I 
2 1 UN W III 
I I 
IH 1-0 1y. 
125 I--II--II--IV I-U—UF-V I--II--III-HIV 
IE En IV III II mW 
ee re Teeny 
1-1 IN -1V I--I—III--IV 
I — II UEe 
1 1- SHE V II 
IN, Aue ; 
— - 
IHIF-IH 1% I 
T=D-E11-[1V III 
I 'E 
II I—II—III--1V 
412 I+1I—-III-—IV I-M-IN—IV I--UI—II—IV 
a II I-uU- MV 
I=1E FH IV LIES URS DV 
TS IH IV IE IV 
Ri ;} IH I—UI--1II--1V 
I Ey I Sy 
Le iv 
1] 
HIV II 
I-1-- HEN web 
II II 
IV I—1I--1II-—-IV 
13 Peg. ne I--IT--IUTE 
TE 0 IM Iv II He 
ray IE 
HIHI IV | IFMEUr N 
= vw IHM 
L-pee en 1--IE F URZIE 
% TS y 
u 
FEN SUR IV u 
| IHN+U--IV. IV 
j61 I BEN. 
Iv 11 mel. 
1-13 I--I—III--IV I-H—HE-IV I+I1I—II- IV 
LH Die IV 1-17 IH IS 
— HIHI IV Pneu v 
| 1-01 1y 11-0 Mey ö 
| | IV - 1 u Da 


Beer! 


ran 


— 1--TI--1U-—-1V 


| I FIN-HIV 
| — PB IV IV 
I | I st. L 
IV IE IV 
9_8 I--I-HIII--IV a ae N FEILLUTEIV 
I-U—II IV IV 2 TV 
IR HE IV T-IBEIIITIV 
ES a, 1 
IV LEIPENLEIV 
| Be IV ll UI IV 
| a ee 
l 
I-1PaH I IV I 
I- WE IV IV 
I I IF HER- 
Iv T- Be IV 
913 I+HI—III—IV | IF U—IN--IV I--II-III—1V 
HET Y IV Till IV 
| I UF ERIV INT V 
ae tz=1 I 31V I-Beri-HIV 
| IV I— U--11I--IV 
| a nr, I-H—IN--IV 
| | I EFULFIV 
| | il 
| I-II-LIII-HIV II 
1-IBDE IV III 
| 1 1 | 
II [Ber iv 
BR CHILeDE I--II—II--IV I-LII-LIII-LIV 
IE N, IH THU IV 
TZSFlt-IV I WeUreEN 
ZFHUZUIEIV ey 
II SS -FIIEF IV 
II ISUZU IV 
I- WERT IV 
| u 
T- Ben av u 
Mi I Bin Pe E 
ur I Bay 
1a | I+II—IN—IV | SEN UST { I--I— I - IV 
| TeiREIH SV I L1LKI IV 
| -HIH-IU--IV HP I% en: 
| --IU-IV [Bet ıYy 4 
il —BEILLUTHIV 
| Bere. FEISFHLIV 


ze 
2 


Aus dieser Zusammenstellung ergibt sich unmittelbar — sodass ein analytischer 
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Nachweis überflüssig erscheint —, dass sich schneiden: 


im Punkte: |die6Ebenen:|| in der Geraden: |amlxen.|| in der Diagonale: ame 
I 3—4 | 
LEI IV og 3—4 
Era a ee, 314 
I 4 
En 7 
3—4, 3-4 I LRHRLIV 243 | ı en! 
I ee 2 II 412 
23,218 Er ö: 
> ıyV 42 
LI Zu 1V 213 
I Sg ld 2—3 
BE an 213 
Bee ee 
EST 3—4 
I--H--IN--IV | 1-3 I 3a 
en u | 3414 
1 3—4 | 
Se 
n Er EEE unver 13 
a en U 344 IV 143 
Pau -WNı 2 
Pen vB 
Il ER 1% 
ee. 0 144 
Bares 
m 1-2 
et | 18 
en yo 142 
I 12 
I 111-9 493 Bo 
= 1er de nm RT on 
Be Bene 112, U 4412 
Er Bene 
Zee ein Lot m 
I ao 14 
ee 1-14 
7 me a 
Zn: IV 2 
I--H--1H--1V | 1-3 In 12 
nu W953, m 142 
IV 9 
A Be 
en 19172] LIU | 3 | 13 
1 y 
III V I 843 en, 
IV ei I 2—3 
I 1m 232 01 2-13 
1 -ELII- EDEL 


3-4 
| I-I-IH-IV | 4-2 |) IHHI-HIIHIV | 3--4 
HIV | 2—3 | IH-II-II—IV | 1--2 
1 34 | 
Se ren | rg 
— 2 —: Be av. 49 
ee! ee Ill je u 13 
ITEM | 43 | 
T-u0—- 1 Bar 14 Ey 
IV 2 TE ae 
FILE BET 3 Be TER PT 
Er: Wr 
I 34 
I-U—M—IV | 442 | IHHIHIIHV | 3—4 | 
I—I+-II IV | 243 LEI L Iveni2 
I 3—4 
s_4 1-0) HU—m-—IV | 143 ST 
EI] I —-IV 412, 2 —-T UI W ee I-+-1I--III—IV 4-H2 
213,114) | 72 BeIE uPeNee LS 
T-N-II W422 
It tn Brit 
IV >» Fe IV 263 
III 5143 BTL PH SIG IA 
I | Ko 
I 34 
IH - U TIER 2 Fa et IV rt 304 
I Tel UI W.| 142 
I 3-44 | 
ne i | 
3-14, 142 
Prev ae gg | 4a | HmueV He 
94,144) 1,62 E-Irei-IVo|13 
I a A 
IF I Be a. 
IV 72 par r 9.15 
ee Wire ve 1a 
a 5 Be 
I 344 2 
I=U—-IU- WER 472 EB IE III IV | 344 
| ITU-FII- WE 23 Fl 1y 1-22 
II 314 
Sr u Bee: 
374172) nV | 14 an 
Rn Mala EI a Tele] 1V2 04108 
ur Eran FAR, SE Il era nV ar 
a Ze 
esanan.: GEL rn oe 
IV 163 an 
Da 1-3 ae 
een 


PA 


rum 10 02 


ae iM 


I+O—IH--1V 


I+II--1H--IV 


» 
1 | | 
 TIRKIITLIV TEILEN RN 
— LIE IV I Ik-D-LIV) 
I 
u | 
2a SI Le Nrem 
Di SE le 
7 Ha ıV 
LT eV 
IV | 2a, 
1 11 MV Fir I 
UrZaBE 2, F 
ES 
Eee SERIE. 
ee ran 
IE 
1-11 EIIEHV = 
II 1 21V 1 E08 
In | I--II--III—IV 
1-1 St 
I--II--I 1 Y 
21V LIE NV 
Tut WW LEN Dr 
ne. 
1 waren 
T-11491 7 -W 4 I41I--III- IV 
IT IT DEN 2 TH 9 
il 3+ 
I 2 Ä 
Bee en. INNE 
m i I 11 -III 41V 
LIFE PA 
nn yet: 
IV 1 T- 1 L 2 
a Ten 
12mm 
n -—— 
een ee: 


TS 9 
—. 


1-11 N 
I 111112 WW. 


1 
ItH 21V 
I--1I--II IV 
IV 
I 11H Me 
JEW 


Tiny 


—I-HIL-LIII IV 


III IV 
1410 1-2 1Y 


14-1 1 10 
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Die 12 Tetraederecken liegen also 12 mal zu je 6 in einer der 12 Ebenen (1 % 
und hierin 16 mal zu je 3 und 18 mal zu je 2 auf einer Geraden. Andererseits gehen 
die 12 Ebenen (1%) 12 mal zu je 6 durch eine der 12 Tetraederecken, sowie 16 mal 
zu je 3 durch eine der Geraden, auf der je 3 Tetraederecken liegen, und 13 mal zu je 2 
dureh eine der Geraden, auf der je 2 Punkte sich befinden. Somit bilden die 12 Tetraeder- 
ecken im Verein mit den 12 Ebenen (17) und den 16 Geraden, auf denen die Tetraeder- 


ecken zu je 3 liegen, eine 
c#. (12, 16,). 


Auch sie ist, wie die im $ 2 besprochene, nicht neu; ist doch die dieser Arbeit zu 
Grunde liegende Raumfigur wesentlich dieselbe, wie diejenige, welche entsteht, wenn ein 
Tetraeder durch eine Ebene geschnitten und auf jeder Kante desselben zu dem Schnitt- 
punkte der vierte harmonische Punkt konstruiert wird, sodass diese beiden durch die Ecken 
des Tetraeders harmonisch getrennt sind — oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
man durch jede Kante eines Tetraeders und einen willkürlich angenommenen Punkt des 
Raumes eine Ebene legt und an jeder Kante zu der Verbindungsebene die vierte har- 
monische Ebene konstruiert, sodass diese beiden durch die Tetraederflächen harmonisch 
getrennt sind. Dass nun bei der ersten Figur die 12 Punkte (nämlich die 6 Schnittpunkte 
und die 6 vierten harmonischen Punkte) noch 3 mal zu je 6 in einer Ebene und 16 mal 
zu je 3 auf einer Geraden liegen, und entsprechend bei der zweiten Figur: dass die 
12 Ebenen (nämlich die 6 Verbindungsebenen und die 6 vierten harmonischen Ebenen) 
sich noch 8 mal zu je 6 in einem Punkte und 16 mal zu je 3 in einer Geraden schneiden, 
darauf ist schon mehrfach hingewiesen worden. Auch sind in neuerer Zeit diese räum- 
lichen Gebilde mit Rücksicht auf die in ihnen enthaltenen Configurationen eingehender 
besprochen worden, vornehmlich von 7’h. Reye!), E. Hess”), A. Vietor?) u.a. Ebenso hat 
O. Hesse‘) in seinen Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes die dreiflächige 
Ecke, bei der durch jede Kante und einen Punkt des Raumes Ebenen gelegt und an jeder 
Kante die vierten harmonischen Ebenen konstruiert sind, ausführlich behandelt und hin- 
sichtlich des Tetraeders die Bemerkung hinzugefügt, dass die angestellten Betrachtungen 
sich ausdehnen lassen auf ein Tetraeder in Verbindung mit einem beliebigen Punkte des 
Raumes, was auf eine Cf. (12;, 16;) hinführt. 

In der letzten Tabelle sind die 13 Geraden, auf denen je 2 Tetraederecken liegen 
und durch die je 2 der Ebenen (19) hindurchgehen, Diagonalen genannt worden, geradeso 
wie die 13 Geraden der ersten Configuration. In der That sind diese 13 Geraden der 
beiden Configurationen identisch, was analytisch sich ohne weiteres ergibt; so folgt beispiels- 
weise aus der Incidenz der Punkte I—-II, IIIT—IV und der Ebenen 1+2+3-+4, 172 —3—4 
mit einer Geraden auch die der Punkte I—II+-III—1V, I—II—III+IV und der Ebenen 


1) Th. Reye, Das Problem der Configurationen, Acta math. I, p. 93. — Die Hexaeder- und Öktaeder- 
Config. (126, 163), Acta math. I, p. 97. 

2) E. Hess, Einl. in die Lehre von der Kugelteilung (1853), p. 427 u. 428. — Beiträge zur Theorie 
.der räumlichen Configurationen, Verh. der Kais. Leop. Carol. deutsch. Akad. der Naturf., 55. Bd., p.104 u. 
105. — Beiträge zur Theorie der mehrfach perspekt. Dreiecke u. Tetraeder, math. Ann. XXVIII, p. 212 ft. 

3) A. Vietor, Die harmon. Cf. (24,), Berichte über die Verh. der naturf, Ges. zu Freiburg i. B., 
VLI, Heft 2. 

4) O. Hesse, Vorles. über anal. Geom, des Raumes (1876), p. 35—11. 


142, 344. 
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Im folgenden sind die 18 Diagonalen mit ihren Punkten und Ebenen zusammen- 


gestellt und zwar in der Reihenfolge, wie es in der ersten Tabelle des $ 2 geschehen ist. 
Es enthält 


| die 
Diagonale die 4 Punkte: 


die 4 Ebenen: 


| 
A 
1 


(1) IN-IV, IN--IV, II, IV Lerz93 

(2) [V—I, WI, I, IV Bee 

(3) H-I, I+IN, I, I A 

(4) I-II, III, I Il AA 94010 

(5) I-1V, I-IV LWV 2.3, 23,219 

(6) 11, En 3,4, 3 34 

(7) II_v, KL IN. T-ITIIILIV 314,149, 11 913 14 1 0a 7 | 

(8) IV-II, I-II, I4-N—IN—IV, I-U—II-HIV 42,143, 124344, 1243-4 | 

(9) HI-IN, I-IV, I4-II-II-IV, I-II-4III IV 243,144, 1248-44, 12-8414 | 

(10) va, I-HIN, EOIEEIN-IV, III INA 2,1 3,1190 3 00 0 5 

(11) |\M--II, L-HIV, LIE TIIHTV, III HIV 28, 14110 3 a en 

(42) |IN-HIV, II, TIER 1V, III IV 8 4, 129,1 5433-40 28 05 | 

(13) I1-—IV, I-H, II 11-1, III 01V 344, 122, 1494344, 1233000 

(14)  |[V—D, II, II 1II-1V, I4- 14-0 IV 432, 18, 1724304, mu 

(15) 11--III, I-IV, [NAT I II—II-4-IV| 243, 1-4, —14+24+3+4, 14248—4 

(16) I—II, WI, —I--I--INO--1V, I-U—HIH-IV| 143,4--2, 123-4, 1243 —4 | 
(17) IV, 1-19, -— LEIE DEV, E-ILEN WILD | 


| (18) 


I, NERV 11 TV, en 


1192,32 4,142=3414, 119013 48 


er 


4 


Ein zweites System von 3 Tetraedern. 
y 


Die 18 Diagonalen sind, wie im $ 3 gezeigt wurde, die Kanten von 3 Tetraedern. 


Nun kann man diese Geraden noch 3 mal zu je 6 so gruppieren, dass die zusammen- 


gehörigen 6 Geraden sich zu je 3 in 4 Punkten schneiden: 


a 


< 


+ ai a {ex} = 
- r e “ 


a 


< 


rd 
Se 


en 


cd 


a 
. 
—i 


(6) 
6) 
Ö 


<< <dlo< 


| 7 | + | + | + | 7 | + 
ale dla <dlece dlice dee Alec 
© ®) ®) & ®) ®) ee) =, © en) =) > 
I I I | \ | | | | | I I 
<< Aloe ac aloe Aalico |<] 


;s Mi 


| | T ii 


u a 
- u 
4 


& 


ee 


a 
„i „ 
L — e 
— — 


+ 2 ar a 


- 


Se 


- 


Se 


a 


<< 


- _ RE 
En — «1 


u 
[es] 
. e 


4 


a 
— 


+ 
- 
—i 


| | | | 
ee 
| a | ı 
EP 13 


Dr] 


< 


a 


-{ 


a 


Von den 6 Geraden (18«) schneiden sich — was direkt aus der 2 


_ setzung der bezüglichen ah zu ersehen E. — im Punkte 


i 


is 


< 


aa 


| 


<|-<dlo 


| 


he 


III—IV die 3 Geraden: 


| 


er 


2 


euledle 


1 


3 


3 1. 


<e<siesleco- 


a En ir 


ec 


62 
— 


as Ale 
:& 


en <| - 
Det ra 
leeres 
ee + 
Sa = eo 
| 7 | | | | 
ale 
a I 
"<eee<aicds 
> - = 
; ü i 


a 


Oo & 


| | 


& A) ei eu ae) 


| a ar 5 


ee... 
{ < u <aleals 
ers De E. ae 

| | > j " N I ir 
A = BE; | en le 


<= 


Von den 6 Geraden 08): schneiden er “ lie 


IV-—-II die 3 Geraden: 


ni 4 


aııN Bes 
Asa 


” 


PR 


» 


IN 


. 
” 


” 


” 


I—Il 
I+-1iI 


a al HELD 17 Eee 


HI—III die”3 Geraden: 
A, An 


U+l1lI ,„ „ 


I-+-IV 


Die 15 Diagonalen 


"7 


Von den 6 Geraden (18,) schneiden sich im Punkte 


A, A, A, 
as 0 
I% 1» ir 
—- Gar A, 
r, Tr, r, 
Ban. | 
T, r; Y’, 
| A, A, A, 
ee 
I I: 19 
OE 
r, r, r’, 
A, A, A, 
Ben - 
r, 4 T, 
An, ER N, 
17 17 1 
NEN A, 
— —0 —- 
r, t r, 


Eu 2 S,, 


er, 29 


A, PIREN, 

Y; ı B l; 

A A A 
Ken, a ee o 

ES I: I 

A A Pr. 4 

le u 

I: I 1, 

A A A, 

Er =,() erL -H r- = () 

ii ee I; 

A A A 

8 =—— (0) | Br TER ==.() 

6% Dec, 

A, DEN 

—() — tt —() 

N, It T, 

A, A, 3 

—() — — 

E r, IR 

A KEN A 
rend 

Li I: 17 


sind also die Kanten von 3 Tetraedern: 


deren Ecken durch die 12 Ähnlichkeitspunkte gebildet werden. Die Seitenflächen dieser 
Tetraeder sind die Ebenen (19), was aus den Gleichungen der Diagonalen in Punkt- 


koordinaten erkannt wird. 


(19) 


(195) 


(19) 


N 
V=o 


Ve=0 
ei 
Ve=0 
V=Ö 
WG 


Diese Gleichungen sind: 


TV Ar,V,+r,V, +1, V,=0 |ı- 


TV +r,V,—T,V,—r,V,=0 
Y,V,-1,V,H V,—T,V, =o_o 
r,V,- r,V,—T,V,-+r,V, ou 
DV ALV 1, V +, V,=0o 
TV, —r,V,-+1,V,— EV, ==) 
r,V,—,V,-r,V,41,V,=0 
EV ENDEN DZTN\, = 
r,V +, V,+r, V,-r,V, = 
nV, VB V;-H,V, 0 
Ren J 3V,— T,V., zo 
Y,V,-r,; V-+r,V ä r,V, es, 


TV +1, V + 


1 N, | r,V, ud 
NV SELL, = 
BVerEV, a 
N NY Fri) 


- 
Ai 
<< 
| 


r,V.+T,V, —=0 
.S DELENS TVEOV, ==0 
tv {rV -r,V.-r,V, =—=() 
T,V,r,V,r,V,+6V, —0O 


NA A 


Y,V,+r,V,-+r,V,—T,V, ==() 

T,V,<r,V +, V,+r,V, —=0 

r,V,+r,V,-1,V,+1,V, —=0(. 
3 
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Aus jedem der Gleichungssysteme s 
36 r, v S: DV. Te L\. 0 EN re rl N aa 4 
V,; Se EN I3Y at; Ver, Se EN,E E a als A. ıY 
lässt sich die Gleichung | 
r,V,r,V,=0 


linear zusammensetzen, woraus sich ergibt, dass die 3.Geraden in der Ebene 3— 42 
laufen. Auf diese Weise findet man, dass die 6 Geraden (19«) 4 mal zu je 3 in 


Ebenen (Te): die 6 Geraden (195) 4 mal zu je 3 in den Ebenen (178) und ( 
6 Geraden (19) 4 mal zu je 3 in den Ebenen (17,) liegen. Da nun die Gleichungen 
(19) dieselben Geraden darstellen, wie die Be (13). so folgt, dass die Seite ; 
flächen von 8, durch die Ebenen (17«) die von 9, durch die Ebenen (175) und die 


von Ö, durch die Ebenen (17,) gebildet werden, und zwar liegen in den 3 Ten 
die Ecken und Seiten folgendermassen einander he 


m IV wo 

St! ey Be 
{5 | 121 Zee 
Ba. 

IN 1. Sees 

g! | AVELII 0. 0408 
a | Es 

; Sin N alles, 
u- IT 0.0092, 

NIT 2 
Ban Ivo 
Fey 


Den Tetraedern 8. Hr S,, oy ; gehören also als Seitenflächen die 12 Ebenen der 
ersten Configuration und als Ecken die 12 Punkte der zweiten Configuration, während die 
12 Ebenen der zweiten Configuration die Seiten und die 12 Punkte der ersten Configuration 
die Ecken der Tetraeder S,, S,, d, ‚ sind. Die 18 Kanten der beiden tetraedrischen Ber 
Systeme sind dieselben, nämlich die 18 Diagonalen ; jede derselben enthält je ein Be EN 


paar, und durch jede eh je ein Ebenenpaar der beiden Systeme hindurch. 


2) 


lH 


Die harmonische Configuration (24,, 18,). 


Die durch die Gleichungen (3). (5), (6): (15). (16) dargestellten 


24 Punkte 


und die durch die Gleichungen (10), (11): (12). (17) bezeichneten 


24 Ebenen, 


nebst den 
18 Geraden, 


die Diagonalen genannt wurden, sind die Elemente der von A. Vietor!) und AH. Staigmüller?) 
untersuchten harmonischen 


CE 


Die 12 Punkte (5). (6) liegen zu je 6 in den 12 durch die Gleichungen 
(10), (11), (12) vorgestellten Ebenen ($ 1 u. 2), die als Tetraederflächen ($ 3) auch 
je 3 der Punkte (3). (15). (16) enthalten ; diese letzteren 12 Punkte liegen zu je 6 
in den durch die Gleiehungen (17) charakterisierten Ebenen ($ 4), die als Tetraederflächen 


($ 5) auch durch je 3 der Punkte (5). (6) hindurchgehen. Somit liegen die 24 Punkte 
zu je 9 in den 24 Ebenen. 

In jeder der 24 Ebenen liegen 3 der 18 Diagonalen ($ 2u.4), deren jede je 2 
der 12 durch die Gleichungen (5). (6) dargestellten Punkte verbindet ($ 2) und ausser- 
dem je 2 der 12 Punkte (%), (15), (16) enthält ($ 4), sodass die 24 Punkte 18 mal 
zu je 4 auf einer Geraden liegen. 

Auf jeder der 13 Diagonalen bilden die 4 Punkte harmonische Punktepaare, was 
aus den Gleichungen der 4 Punkte sich ergibt; z. B. 


1) A. Victor, ]. ce. 
2) H. Staigmüller, Die harmon. Coanfig., Stuttgart 1856. 
BL 


14153 a En. 
re 
De ne ar zen 
| a. 
A J a 
1 ICH a, AA, = Ar 
T, T; N; Fl, 


| A AA \ & Fa 
Ir ur wen _ı a 
T, N, T; N, 
Da das Doppelrerhiltnis der beiden Punktepaare offenbar 
ne 
ist, so folgt, dass die beiden Punkte 
I—II, 11I—1V 
durch die Punkte gi 
I- I-+11I—1V, I—-I—IO--1V 
harmonisch getrennt sind. 3 2 
Ausser den 3 Diagonalen verlaufen in jeder der 24 Ebenen auch 4 Geraden, auf 
denen je 3 der 24 Punkte liegen. Die 12 Punkte (5). (6) liegen zu je 3 auf 16 
Geraden ($ 2) und die 12 Punkte (3). (id): (16) zu je 3 auf 16 anderen Gerade 
($ 4), sodass die 24 Punkte 32 mal zu je 5 auf einer Geraden liegen. 
Endlich können in jeder der 24 Ebenen noch 6 mal je 2 Punkte durch eine 
Gerade verbunden werden, z. B. in der Ebene 4 die Punkte: N 
I I II 112 TIL II 
HI—HI | II+-UI | I--IIl | I--111 | I-W | H-W. 


So ergeben sich 72 Geraden, die je 2 Punkte ann. sodass also die 24 Punkte de 2 
harmonischen Configuration im ganzen ER 


15 mal zu je 4 

32 „99 

Eee. 
auf einer Geraden liegen. 


Die 12 Ebenen (m sides sich zu je 6 in den durch die Gleichung 


Punkten. 


)£. Hess, Beiträge zur Theorie der mehrfach perspekt. Dreiecke u. Tetraeder, ma 
P- 245. . = Lo PR Er Mat r 
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Die 12 Ebenen (10), (11), (12) schneiden sich zu je 2 in den 18 Diagonalen 


{$S 2), durch die auch die 12 Ebenen (17) zu je 2 hindurchgehen ($ 4), sodass sich die 
24 Ebenen 18 mal zu je 4 schneiden, und zwar in denselben Geraden, auf denen die 24 
Punkte der betrachteten Configuration zu je 4 liegen. \ 


Die 4 durch jede Diagonale hindurchgehenden Ebenen sind, wie ihre Gleichungen 
zeigen, harmonische Ebenenpaare, z. B. 


142 . TV, +,V,=0 
344. - BV,+rTN,=0 
ee Naar AA 
A ee 
Das Doppelverhältnis der beiden Ebenenpaare ist: 
= 
d.h. die beiden Ebenen 


werden durch die Ebenen 


jvorzıı ey 


harmonisch getrennt. 


Da sowohl die 12 Ebenen (10), (11), (12), als auch die 12 Ebenen (17) sich 


16 mal zu je 3 in einer Geraden schneiden ($ 2 u.4), so haben die 24 Ebenen 32 


Schnittlinien, die je 3 Ebenen enthalten, und zwar sind — wie schon hervor- 
gehoben wurde — diese Geraden dieselben wie diejenigen, auf denen je 3 der 24 Punkte 
liegen. 


Endlich schneiden sich die 24 Ebenen noch 72 mal zu je 2 in einer Geraden. 
Diese 72 Geraden sind folgendermassen als Schnitt zweier Ebenen bestimmt: Es schneidet 


die Ebene: | jede der 6 Ebenen: | 
34, 344, 4-2, 442, 23, 243 


1 4 

2 SER au: FE 

3 Pte, Ari 

4 ae, aa 
en A 9 
ae ae, A 21 ta 
Be ea 
ee, Ab 
le At 3 
gegen, Aa 1894 14 
Dee ee Aa 
Br, re 3 


Mit diesen 72 Schnittlinien sind jene 72 Geraden identisch, die je 2 der 24 Punkte 


verbinden, was analytisch leicht mit Hilfe der Strahlen- und 
raden nachgewiesen werden kann. a“ Et TR 
| Die 24 Ebenen der harmonischen RE nfsuration schneiden sich also ar 
18 mal zu je 4. i 
2 un „3“ are 
Se 
in einer Geraden, und zwar on in jeder der 24 Ebenen 
‚3 der 18, Geraden 
Ey 32; ” | 
E : 6 » 12, ” 
und andererseits gehen durch jeden der 24 Punkte 
3 der 18, Geraden 
4 » 323 N. 
6 ” ‚12, ne 
hindurch. ' B 


(Fortsetzung folgt.) 


